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Introducao

Os autdmatos finitos e automatos com pilha, embora importantes

do ponto de vista pratico e tedrico, possuem limitacdes quanto ao
poder de reconhecimento

Mesmo linguagens relativamente simples nao podem ser
reconhecidas por essas maquinas, como

— {xx|x € {a, b}"}
— {a"b"c" | n>0}
— {a"brc"d” | n, k> 0}

E agora, quem podera
nos defender?
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Maquinas de Turing

* As maquinas de Turing foram propostas
por volta de 1930 pelo matematico inglés
Alan Turing

Dica: o filme O Jogo da Imitagao mostra as
contribuicdes de Turing para desvendar
mensagens cifradas pela maquina Enigma

Esse tipo de maquina é tao poderosa que até hoje nao se > —
conseguiu nenhum outro tipo de maquina que tenha
maior poder computacional

— Nem mesmo os computadores atuais possuem poder
computacional maior que o das maquinas de Turing
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O que € uma Maqguina de Turing

Uma maquina de Turing (MT) opera sobre uma fita que, ao contrario dos
AFs e APs, pode-se ler e escrever nela

Afita é
— Dividida em células que comportam apenas um simbolo cada uma

— Limitada a esquerda, possui um simbolo especial para marcar seu
inicio que nao pode repetir em nenhuma outra célula

— llimitada a direita

o K4 £ I 1 R P
A maquina possui
— Um cabecote de leitura que pode se /}
mover para a direita e para a esquerda N
— Um registrador que contém o estado atual controle
— Um conjunto de instrucdes (9) * <—>‘ € ‘
— Uma unidade de controle 8
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Funcao de Transicao

A funcao de transicao € uma funcao parcial, que da, para cada par

(e, a), tal que € € um estado e a é um simbolo do alfabeto, uma tripla
[e', b, d], tal que

— ¢' é o préximo estado Bloidcse:
) ) o d(e, a)= [€', b, d]
— b é o simbolo a substituir a

— d é a direcao, esquerda (E) ou direita (D), em que o cabecote
deve se mover

Cuidado

— Quando a = (, obrigatoriamente b = (e d = D ou d(e, () é indefinido
(ndo se pode mover o cabecote para a esquerda da primeira célula)

— O simbolo {, além de nao poder ser escrito em qualquer outra
célula da fita, ndao pode ser apagado da primeira célula da fita



Configuracao Inicial

O registrador da maquina contém o estado inicial (i)

A fita contém

— A primeira célula que contém ( (Ja:] -

(marcador de inicio)

— A palavra de entrada a partir

da sua segunda célula (a;...a,)

— O restante da fita contém somente
o simbolo U (branco ou "célula vazia")

O cabecote é posicionado no inicio da palavra
de entrada (segunda célula)

controle
{
)

DECOM
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Algoritmo

Enquanto J(e, a) é definido, tal que e é o estado no registrador da
maquina, a é o simbolo sob o cabecote e d(e, a) = [€', b, d]

— Colocar no registrador o estado &'
— Substitui-se a por b na posicao sob o cabecote

— Avanca-se o cabecote para a célula da esquerda, se d = E, ou
para a direita, se d=D
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Determinismo

A Maquina de Turing é deterministica

— Para cada estado e e simbolo a ha, no maximo, uma transicao
especificada pela funcao de transicao

Uma transicao o(e, a) = [€', b, d], tal que d € {E, D}, sera
representada da seguinte maneira em um diagrama de estados

@ a/bd
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Aplicacoes

 Uma Maquina de Turing pode ser usada como

— Reconhecedora de linguagens

— Transdutora de linguagens: ~* — I
(recebe uma palavra w na entrada e
produz na propria fita uma saida)
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Um Primeiro Exemplo

Uma Maquina de Turing que recebe como entrada uma palavra de
{0, 1}" e produz seu complemento como saida (inverso)

0/1 D 0/0 E
1/0 D 1/1 E

Buelfwo g

Curiosidade: veja a simulacao
no link https://goo.gl/3bj613
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Maquina de Turing

Definicao: uma Maquina de Turing € uma 6ctupla
(Ea 29 Fa (9 LI) 59 ia F')I €m que

— FE é um conjunto finito de estados

— X C I é o alfabeto de entrada

— I' é o alfabeto da fita

— ( é o primeiro simbolodafita(( €' — X)

— Uéobranco(L el — X, U ()

— 0. ExI'—> EXI x{E, D} éafungdo de transigao
— [ € o estado inicial

— F é o conjunto de estados finais

DECOM
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Exemplo

Madquina de Turing que reconhece L = {ww® | w € {a, b}"}

a/aD
b/b D

a/aE, b/bE

D Curiosidade: veja a simulacao
D no link https://goo.gl/XzjAAV
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Configuracao Instantanea

Uma configuracao instantanea de uma Maquina de Turing € um par
[e, xay], em que

— e € F é o estado atual
— x € " é a palavra situada a esquerda do cabecote de leitura
— a €1 é o simbolo sob o cabecote

— y €I" é a palavra a direita do cabecote até o ultimo simbolo
diferente de U

A configuracao inicial é
— [i, {a,a,...a,], caso a palavra de entrada seja a,a,...a,
— [, (1], caso a palavra de entrada seja A
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Mudanca de Configuracao

Como uma MT pode entrar em loop, nao sera definida uma funcao

qgue retorne o estado alcancado a partir de uma certa configuracao
instantanea

— A relacao I sera definida mais a frente

Para facilitar a definicdo, serd utilizada a funcdoz: " — I

A ,sew€ {U}T

a(w)=
( xa ,sew=xay,a €l —{U}ey€ {U}"

Informalmente, z(w) elimina de
w 0s brancos a direita do ultimo
simbolo diferente de branco
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Mudanca de Configuracao

Definicdo: A relagdo + C (E x I'")?, para uma MT M, é tal que para
todoee Fetodoa el

a) sed(e,a)=1|é€, b, D], entao [e, xacy] - [€', xbcy] para c € T}
[e, xa] F [, xbU]
b) sed(e, a)=[e', b, E], entdo [e, xcay] + €', xcm(by)] parac €T’
c) sed(e, a)é indefinido, entdao nao existe configuragao ftal que
le, xay] - f



DECOM

Mudanca de Configuracao

Como usual, serao definidos
— O fecho reflexivo e transitivo de  sera denotado por -

— Configuragdo instantanea /' é obtida a partir de f
percorrendo-se n > 0 transi¢des: f + f'

Quando as palavras
sao aceitas?




Mudanca de Configuracao

Por exemplo, para a MT do exemplo anterior

— [1, (U] - [1, (U] e o(1, L) é indefinido

— [1, {aab] ¥ [3a, (Uab] e d(3a, b) é indefinido
— [1, {abba] E [1, (ULIL] e &(1, L) é indefinido

DECOM

Quando as palavras
sao aceitas?

|

a/aE, b/bE
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Linguagem Reconhecida

Definicao: A linguagem reconhecida por uma MT
M=(EZT,{,U,o0,i, F)é

L(M) = {w e T | [i, (w] F [e, xay], d(e, a) é indefinido e e € F}

A expressao [i, (w] é usada
para denotar a configuracao
instantanea inicial
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Exemplos de Reconhecimento

* Considere a linguagem sobre X = {a, b, ¢} que nao tem ab como
prefixo, ou seja: L = {a, b, ¢}” - ({ab}{a, b, c}")

— Maquina gue sempre para

@ a/aD@ b/bE@

— Maquina que para se aceita

a/aD

-0

b/b E

©

4 N

Diferente dos AFs e APs,
nao é necessario consumir
toda a palavra de entrada

. Pparaque ela seja aceita D
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Classe de Linguagens

As definicOes a seguir dao nomes para as classes das linguagens que
podem ser reconhecidas por MTs

— Linguagem Recursivamente Enumeravel (LRE): uma linguagem é
dita ser uma linguagem recursivamente enumeravel (LRE) se
existe uma MT que a reconhece

— Linguagem Recursiva: uma linguagem é dita ser uma linguagem
recursiva se existe uma MT que a reconhece e que para para
todas as palavras do alfabeto de entrada

Se existe uma MT que reconhece uma
linguagem L, necessariamente existe uma
MT que sempre para e que reconhece L?
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Modelos Alternativos de Reconhecimento

Existem outros dois modelos alternativos de reconhecimento que sao
Uteis em certos contextos

— Por estado final: sejauma MTM=(E, X, I, (, U, 0, i, F). A
linguagem reconhecida por M por estado final é
LAM)={weX|[i, w]F[e,xay],a €T ee€F}

— Por parada: sejauma MT M= (E, 2, T, (, U, 0, i). A linguagem
reconhecida por M por parada é

LoM)={w€eZX*|[i, (w] F [e,xay], a €T e d(e, a) é indefinido}
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Exemplo

 Exemplo de reconhecimento por estado final:
L=1{a,b,c}" - ({ab}{a, b, c}")

@ a/aD@ b/bE@

b/b D a/aD
c/c D c/c D
/U D /U D
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Exemplo de reconhecimento por parada:
L=1{a,b,c}" - ({ab}{a, b, c}")

a/aD

@)

DECOM
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Equivaléncia entre os Modelos de Reconhecimento

 Seja L uma linguagem. As seguintes afirmativas sao equivalentes

a) L éumalRE
b) L pode ser reconhecida por uma MT por estado final
c) L pode serreconhecida por uma MT por parada

Sera demonstrado que as seguintes
transformacdes sao possiveis:

(a) > (b), (b) => (c), (c) > (a)
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(a) > (b)

e SejaM=(E, %, T, (, U,09,i, F)uma MT padrdao; uma maquina
equivalente a M, que reconhece por estado final, seria
M=EU{f, 21, U,0d,i{f}),fE&F,tal que

a) paratodo (e, a) € E XTI, sed(e, a) é definido, entao
0'(e, a) = (e, a)

b) paratodo (e, a) € F X1, sed(e, a) € indefinido,
o'(e,a)=[f, a, D]

c) paratodo(e,a) € (E—F)xT,sed(e, a)éindefinido,
0'(e, a) é indefinido

d) paratodoa €T, 0'(f, a) é indefinido

Observe que o cabecote se move para a
direita (b), prevendo o caso em que a = (
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(b) = (c)

SejaM=(E, X, T, (, U, o, i, F) uma MT que reconhece por estado
final; uma maquina equivalente a M, que reconhece por parada,
seriaM'=(EVU {l}, 2, 1,(,U,0,10),[l¢&E, tal que

a) paratodo(e,a) € (E—F) xI:seod(e, a)é definido, entdao
0'(e, a) =o(e, a), senao od'(e, a) =[I, a, D]

b) paratodoa €T, 0'(/,a)=1l a, D]
c) paratodo (e, a) € F XTI, 0'(e, a) é indefinido

Observe que o cabecote é movido indefinidamente
para a direita ao ser atingido o estado / (b)




DECOM
(c) = (a)

SejaM=(E, X, T, (, U, 0, ) uma MT que reconhece por parada; uma
MT normal equivalente a M é obtida simplesmente tornando todos
os estados de M estados finais: M'=(E, X, I, (, U, 0', i, F)

Dica: quando nao se disser o contrario,
assume-se que o reconhecimento se da
por parada em estado final
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Propriedades das LREs e Linguagens Recursivas

* A classe das linguagens recursivas é fechada sob
— Uniao
— Intersecao
— Complemento
— Concatenagao
— Fecho de Kleene

* Aclasse das linguagens recursivamente enumeraveis (LREs) é
fechada sob

— Uniao

— Intersecdo Cuidado: a classe das LREs nao é
. fechada sob o complemento

— Concatenacao

— Fecho de Kleene
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Linguagens Nao LRE

e Existem linguagens que nao sao LRE, para isso considere o seguinte
raciocinio

— Seja R uma linguagem sobre  cujas palavras representam todas
as MTs

— Como X" é um conjunto enumeravel e R € X7, R é enumerdavel

* Ou seja, o conjunto das MTs é enumeravel,
independentemente da linguagem usada para representa-las

— O conjunto de todas as linguagens de alfabeto X, P(X"), ndo é
enumeravel

— Como o conjunto das MTs é enumeravel e o conjunto das
linguagens nao, segue-se que nao ha como associar cada
linguagem a uma MT

 N3o existe uma fun¢do injetora de P(X") para R
— Logo, existem mais linguagens do que MTs
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Um Teorema Importante

e Teorema:se L e L sao LRE, entao L é recursiva

— Em particular, segue-se a contrapositiva
 Se L é LRE e L n3o é recursiva, entdao L nao é LRE



Espaco das Linguagens em P(X")

p(z%)

Linguagens Recursivamente
Enumeraveis

Linguagens Recursivas

Linguagens Sensiveis ao
Contexto

Linguagens Livres de
Contexto

Linguagens
Regulares
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