@ CEFFT-””G CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS

Linguagens Formais e Automatos

LLCs: Lema do Bombeamento e
Propriedades de Fechamento

Andrei Rimsa Alvares
andrei@cefetmg.br

e DECOM



Q

Sumario

Lema do bombeamento

Propriedades de fechamento
Decidibilidade

DECOM



@ TE:ET-/"I” (2 CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS

LEMA DO BOMBEAMENTO

Linguagens Formais e Automatos



DECOM

Lema do Bombeamento

O lema do bombeamento para linguagens regulares foi
obtido raciocinando-se sobre automatos finitos que
reconhecem tais linguagens

Ja o lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto é mais facilmente obtido raciocinando-se a partir de
gramaticas livres de contexto que geram tais linguagens, em
vez de autdmatos com pilha

- Mais especificamente, sera utilizada a estrutura de arvores
de derivacao associadas a gramaticas livres de contexto
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Lema do Bombeamento

Lema: Seja L uma linguagem livre de contexto. Entao existe
uma constante k£ > 0 tal que para qualquer palavraz € L com

z| > k existem u, v, w, x e y que satisfazem as seguintes
condicoes

— Z=UVWXY

- x| <k \P) .
— vx # j,, "."""" | l P : uxy
- uwwwxly € L. Vi>0 "-\;\, O\

Y ’ - /T / \ X=vXx

CATN N X=>w
/ ‘\.‘. _,“/ "\“ .'\.l

w v w Ty
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Lema do Bombeamento

* Olema do bombeamento pode ser usado para provar que
uma linguagem infinita L nao é livre de contexto

- supode-se que L seja linguagem livre de contexto
- supoOe-se k>0, a constante do LB
- escolhe-se uma palavra z, tal que |z| > k

— mostra-se que, para toda decomposi¢ao de z em uvwxy,
tal que, ywx| < k e vx # 4, existe i tal que uv'wx'y & L
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Exemplo

* Demonstrar que L = {a"b"c" | n € N} nao é livre de contexto

Suponha que L seja livre de contexto. Seja k a constante do lema do
bombeamento e z = a*bkck. Como |z| > k, o lema diz que existem u, v, w,
x, y de forma que as seguintes condi¢des se verifiquem

* Z=uUvwxy ° vw#£A
hvwx| < k s wwx'y €L, Vi>0
Suponha entdo que a*b*ck = uvwxy, [ywx| < k e vx # A. Considera-se dois
casos

— vx contém algum a. Como |yvwx| <k, vx ndo contém c's. Portanto,
uv?wx’y contém mais a's do que c's. Assim uv?wx’y & L

— vx ndo contém a. Como vx # A, uv’wx?y contém menos a's do que b's
e/ou c¢'s. Assim uv?wx’y & L

Logo, em qualquer caso, uv’wx’y & L, contrariando o lema do
bombeamento. Portanto, L nao é linguagem livre de contexto
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Outro Exemplo

* Demonstrar que L = {0" | n é primo} nao é livre de contexto

Suponha que L seja livre de contexto. Seja k a constante do lema do
bombeamento e z =07, tal que n € um nUmero primo maior que k.
Como |z| > k o lema diz que existem u, v, w, x, y tais que

* Z=uUvwxy ° vw#£A

* |vwx| <k s wwx'y €L, Vi>0
Para provar que L nao é livre de contexto, basta mostrar um i tal que
uv'wx'y & L, contrariando o lema do bombeamento. Pelas informagdes
anteriores, tem-se que uviwx’y = 07 - D pois z = 07, Assim, i deve ser
tal que n + (i — 1)|vx| ndo seja um numero primo.

Ora, para isso, basta fazeri =n + 1, obtendo-se n + (i — 1)|vx| = n + n|vx| =
n(1 + |vx|), que ndo é primo (pois |[vx| > 0). Assim, uv" lwx"*ly ¢ L,
contradizendo o lema do bombeamento. Logo, L nao é livre de contexto.
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Propriedades de Fechamento

Teorema: A classe das linguagens livres de contexto é fechada
sob

- uniao
- concatenacao
- fecho de Kleene

Teorema: A classe das linguagens livres de contexto nao é
fechada sob

- intersecao
- complemento
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LLCs Sao Fechadas Sob

Sejam duas LLCs L, e L, com gramaticas G, = (V;, X, R, P)) e
G2 — (Vz, 22, Rz, Pz), Com Vl ﬂ Vz — @
- Unido (L,VU L,): Gramatica G, = (V3, 25, R3, P3)

* V3=1U VU {P;} * R3=RIURU {P; — P | Py}
. $,=3,U%, .« P&V, UV,

- Concatenagao (L,L,): Gramatica G, = (V;, 23, R;, P3)
* V3=V U LU{P) ¢ R3=RURyU {P;— PP
.« T,=3,UZ, « P&V, UV,

- Fecho de Kleene (L,*): Gramatica G, = (V3, Z5, R, P)

* V3=VU {Ps} * Ry=R\U {P;— P\P;, P; > A}
. T,=3, .« Py&V,UV,
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LLCs Nao Sao Fechadas Sob

- Intersec¢ao: Sejam as linguagens livres de contexto
Ly ={a"b"c"|n,k>0} e L, = {a"b'c" | n, k= 0}

L, N Ly,={a"b"c" | n>0} que ndo é livre de contexto

- Complemento: De Morgan dizque L, N L, = fl U L_2

Logo, como as LLCs sao fechadas sob uniao, se elas fossem
fechadas sob complementacao, seriam fechadas também
sob intersecao. Logo, as LLCs nao sao fechadas sob

complementacao
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Teorema Importante

Teorema: Se L é uma linguagem livre de contexto e R uma
linguagem regular, entao L N R ¢ linguagem livre de contexto

- Aideia é simular a execucao em paralelo de um APN que
reconhece L e um AFD que reconhece R (a pilha é de L)

Sejam APN M, =(E, 2,1, 0, I, F)) para L e AFD M, = (E,, X,,

04, I, Fy) para R, 0o APN M; = (E;, 25, T, 05, I', F;) paraL N R

- Ey=E,xE,

- ;=X N%,

- 0s((ey, €y), a, A) =[(e,', e,), z], para cada par de transi¢oes
o,(e), a, A) = [e,’, z] e 0y(e;, @) = &,

0s((e, ), 4, A) =[(e;', e,), z], para cada transi¢ao A

o,(e;, 1, A)=e,’, z] e para cada e, €EE,

- I'=TIx {1}
- F3:F1 XFz
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Exemplo

* Alinguagem L= {w € {a, b, ¢}" | w tem 0 mesmo numero de
a's, b's e ¢'s} nao é livre de contexto

Suponha que L seja livre de contexto. Como R = {a’b’c"} é
uma linguagem regular, entao L N R é linguagem livre de
contexto. Mas L N R = {a"b"c" | n € N} nao € linguagem
livre de contexto. Logo, L nao é linguagem livre de contexto.
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Decidibilidade

Classifiqgue os seguintes problemas

Determinar se w € L(G) para qualquer GLC G e palavra w
Determinar se L(G) é vazia, para qualquer GLC G
Determinar se G € ambigua para qualquer GLC G
Determinar se L(G) = X" para qualquer GLC G

Verificar se L(G) N L(G,) para quaisquer GLCs G, e G,
Determinar se L(G,) € L(G,) para quaisquer GLCs G, e G,
Determinar se L(G,) = L(G,) para quaisquer GLCs G, e G,
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Decidibilidade

Problemas decidiveis

Determinar se w € L(G) para qualquer GLC G e palavra w
Determinar se L(G) é vazia para qualquer GLC G

Problemas indecidiveis

Determinar se G € ambigua para qualquer GLC G
Determinar se L(G) = X" para qualquer GLC G

Verificar se L(G,) N L(G,) para quaisquer GLCs G, e G,
Determinar se L(G,) € L(G,) para quaisquer GLCs G, e G,
Determinar se L(G,) = L(G,) para quaisquer GLCs G, e G,
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