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Funcoes

 Funcoes sao mapeamentos de entradas, membros de um conjunto
(dominio), em saidas, membros de outro conjunto (imagem)

(entrada) — (saida)

01
1-4
27
310
4 - 13
5-16

= F(x)=3xx+1
(reescrita em formato an6nimo)

x—3Xx+1

—

[ Que funcdo é essa? ]

anonimas de outra forma?

[ E possivel representar funcdes




-

DECOM

Abstracao-A

Uma forma diferente de representar funcoes é através de abstracoes-A

Abstracdes-A nao possuem nomes,
sao como fung¢des anénimas

-
_________ y; ]
-
- PR 4

4

q

como marcador

7 I ' ~
Simbolo usado | “._ | Apenas uma variével “~.___| Uma expressdo de
como parametro retorno (corpo)

|

do simbolo A ?%

Qual a origem Como lidar com Como lidar com numeros
multiplos pardmetros? e operagdes aritméticas?

&, https://en.wikipedia.org/wiki/Lambda calculus#Origin of the %CE%BB symbol



https://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus

DECOM

a-Equivaléncia

* Considere as funcoes a seguir, o que elas tém em comum?

a-convertiveis

Ax.3Xx+1
Ay.3Xy+1
ANz.3Xz+1
Ax.3X*x+4+1
Ao.3Xo+1
AA 3 XA+1

—

- |

Como todas essas fungdes sao
similares, elas sao a-equivalentes

Como calcular o resultado
de uma func¢ao?
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Aplicacao com B-reducgao

e Como calcular o resultado para F(2) em notacdo matematica?

F(2)=3x2+1
=641
=7

F(x) = 3xx+1

e E como calcular usando notacao A? Esse passo é dado
usando uma B-reducao

———————————
-

4 \
Ax.3xXx+1)2 Aplicacdo

Ax.3Xx+1 —3x2+1

=7
Como essa ideia é capturada por
linguagens de programacao?




JS B i consore 109220 |

___________________________

"' o= > (%) { 3Fx+l ) ilet £ = |x: 132 -> 132 { 3*x+1 };
'puts f.call(2) : iprintln! ("{}", £(2)); ;

f = lambda x: 3*x+1
print (£(2))

' Function<Integer, Integer> f = x
“— 7 System.out.println(f.apply(2));

< ) —m e m e e, E E—,, —, E ——, —,——, mr —— m, ———,—, ——— e —————————

f = fn x -> 3*x+1 end ! P lval f:
I0.puts f. (2) : ' println (£ (2))

____________________________________________________

T T T T I T ‘: Calculo-A sé permite receber um
o parametro como entrada, como lidar
ittt ' com fungdes com mais parametros?
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Usando Multiplos Parametros

Considere o problema de encontrar a soma dos quadrados de 2 e 3

— Como calcular em notacao matematica usando a forma an6nima?

o
- - —

» ~

2 2
Dica: uma ideia é passar uma ((x, y) Xt +Yy ) (2,3)
tupla como (UGnico) parametro = 2% 4+ 3%
=13

— E como calcular em SML/NJ usando funcdes andnimas?

__________________________________________________________

Serd que existe
outra forma de
fazer isso?
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Funcoes de Ordem Superior e Currying

Funcoes de ordem superior sao funcoes que permitem
— Receber outras funcdes como entrada
— Retornar outras funcdes como saida

Uma funcao equivalente a da soma dos quadrados em notacao
matematica poderia ser escrita COMO ___cemmmmmmmen

x - (y e x?+y3?) x = (y o x® + y2))23
— N 2 2\‘
Essa técnica é = (32’ = 22 +y<) 3
chamada de currying =2+ 3
=13

" (fn x => fn y => x*x + y*y) 2 3; Como representar
' val it = 13 : int numeros e operacoes

R aritméticas agora?
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Abstracoes

Em calculo-A tudo sao funcdes, portanto é preciso criar abstracoes para
operacoes aritméticas, numeros, entre outros...

— ADD = Ax. Ay. - — N1l=--
— MULE}\X}\y — N3 =...

Como reescrever a funcdo F(x) = 3 X x + 1 usando essas abstracoes?
F=Ax.3xx+1
J:L (converter para a notacao aritmética pré-fixada)
F=MAx.+(x3x)1

J:L (usar abstracGes para as operagoes aritméticas)

F = Ax.ADD (MUL 3 x) 1 [

(usar abstracdo para os nimeros)

Como fazer isso}
F =Ax.ADD (MUL N3 x) N1

em calculo-A?
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A-Termos

Defini¢cao (conjunto A de A-termos ndo tipados):

— Variavel:se x € V, entdo x € A\
— Aplicacdo:se M,N € VV,entdo (M N) € A
— Abstracao:se x € V, entao (Ax. M) € A

Exemplos

— (Ax.x)

- (Ax. (Ay.x))

— (Am. Af. Ax. (f ((m f) x)))))

DECOM



Convencoes

Convencoes para termos
— Letras minusculas x, y, z, ... para denotar varidveis
— Letras maiusculas L, M, N, ... para denotar A-termos
— O simbolo = para denotar identidade sintatica

Exemplos
— (Ax.x)
- (M N)
— (Ax. M), tal que M = (Ay. x)

DECOM

E os parénteses,
como simplificar?
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Convencoes

Convencgdes para parénteses
— Parénteses externos podem ser omitidos: (Ax. M) = Ax. M
— Aplicacdo é associativaa esquerda: (M N)L =M N L
— Abstracdo é associativa a direita: Ax. (Ay.M) = Ax. Ay.M
— Aplicacdo tem precedéncia sobre abstracdo: Ax.(M N) = Ax.M N

Exemplos

— (Ax.x) = Ax.x

— (Ax.(xx)) =Ax.xx

— (Ax.(Ay.(Az. (x (¥ 2))))) = Ax. Ay.Az.x (Y 2)
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Convencoes

Convencao para abstracoes-A
— Variaveis em termos currificados podem ser agrupadas

Cuidado: abstracdes-A ainda recebem somente uma
AX. ?\y. M = }\xy. M variavel como entrada; isso é apenas agucar sintatico
para facilitar a leitura de fungdes currificadas

Exemplos
— M. Ay.Az.x (y z) = Axyz.x (y z)
— MmAf. Ax.f (imfx)=Amfx.f (mf x)
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Variaveis Livres e Ligadas

* Definicao (o conjunto de variaveis livres FV de um A-termo):

— Variavel: FV(x) = {x},sex €V

— Abstracdo: FV(Ax.M) = FV (M) \ {x}

do conjunto de variaveis
ligadas BV ?

— Aplicacdo:se FV(M N) = FV(M) U FV(N) [Como seria a defmu;ao}

 Exemplos
— Ax.xy
FV(Ax.x y)
=FV(xy)\ {x}
= (FV(x) UFV (D)) \ {x}
= ({x} u{yh \ {x}
={x, y}\ {x}

=)
BV(Ax.x y) = {x}

—x (Ax.xy)
FV(x (Ax.xy))
=FV(x) UFV(Ax.x y)
= {x} Uiy}
= {x, ¥}
BV(x (Ax.x y)) = {x}

O gue fazer quando se tem uma
variavel, como x, livre e ligada?
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a-Conversao

Definigao (a-Conversao): dois A-termos M, N € A sao a-convertiveis,
denotados por M = N, se e somente se eles se diferem somente
pelos nomes de suas variaveis ligadas

Exemplos
— x (Ax.xy) = x (Az.zy)
- x (Ax.xy) #z (Ax.xy) ——--__

pS
S
\
\

\
N . ~ .
“~.___| Cuidado: ndo renomeie }

variaveis livres
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Convencao de Barendregt

Definigao (convencao de Barendregt): todas as varidveis ligadas em
um A-termos M € A devem ser diferentes entre si e que sejam
escolhidas de forma que nao entrem em conflito com os nomes de

variaveis livres no termo

Exemplos
— (Ax.x x) (Ax.x x) ndao segue a convengao, pois 0 termo possui
duas variaveis ligadas com o mesmo nome (x)

— (Ax.(Ay.x y)) y também ndo segue a convencgdo, pois ha
conflito entre a variavel livre y e a variavel ligada y no termo

— (Ax.(Az.x z)) y segue a convencao, ja que ndo ha conflito entre
os nomes de todas as suas variaveis

Cuidado: novamente, nao
renomeie variaveis livres
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Substituicao

Definigao (substituicao):
— Varidvel: x[x :=N] =N
y[x :=N]=y,sex Zy
— Aplicacdo: (P Q)[x := N] = (P[x :== N]) (Q[x = N])
— Abstragdo: (Ay.P)[x := N] = Ay. (P|x .= N]),sey & FV(N)

Exemplos

— AWy.yx)|x:=2Az.zy]| # Ay.y (Az.z y), pois a varidvel y do
termo aplicado era livre e depois da aplicacao ficou ligada

— (Ay1.y10)|[x = 2Az.zy] = Ay,.y,(Az.Zz y), ja que ndo ha conflito
entre as variaveis agora
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B-Redugdo de um Passo (—p)

* Definicao (B-reducdo de um passo):
— Caso base: (Ax. M)N —p M|[x := N|

— Passo indutivo: se M =g N,entao M L =g NL LM =g LNe
Ax. M g Ax.N

A computacao é
dada pela B-reducao

 Exemplos
-~ (x(xy) N-g(xxy)lx=N]=N©Ny)
- . Ay.xy)z)v-p Ax.(xY)|y=zDv=Ux.x2)v-opvz
Ax.Ay.xy)z)v - (Ay.xy) 2)[x =v]= Ay.vy)z—-opvz
— (Ax.xx) (Ax.x x) »p (x x)[x == Ax.x x] = (Ax.x x) (Ax.x X) —>p -

Como dar
varios passos?
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B-Reducao de Multiplos Passos (—>E)
Definicao (B-reducao de um multiplos passos): M —>E N se existir um

n = 0 etermos My, ...,M,, € ANtalque My = M, M,, =N e
Mi —>'3 Mi+1Vi,1 <i<n

M =% M Quantos passos foram dados
B em cada um desses exemplos?

~ (x.x @) N >3 N (N y)
— (Ax.(Ay.x y) Z)U—>’Z VZ
- 0= Ax.xx) (Ax.x x) 55 Q >p -

Exemplos }
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B-Conversao (=g)
* Definigdo (B-conversdo): M =g N se existirum n = 0 e termos

My, ..,M,, € ANtalque My = M, M,, = Neparatodol <i<n
tem-se ou M; =g M;, 1 ou M; 1 =g M;

 Exemplos
- Wy.yv)z=5 (Ax.zx)v

Essa € uma computacao
de duas vias

Ay.yv)z-p zv g (Ax.2X) v

— (Ax.x(xy))N= N(Ny)=p (Az.N (Nz))y
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B-Forma Normal

* Definigao (B-forma normal):
— M esta na B-forma normal se M nao contiver nenhuma reducao

— M tem uma B-forma normal se existirum N € A em B-forma normal
talque M =g N

O Calculo-A é Turing completo; isso s6 é possivel porque
existem termos que nao possuem B-forma normal

 Exemplos
— (Ax.(Aly.x y) z) v tem uma B-forma normal v z
— Q= (Ax.x x) (Ax.x x) ndo tem uma B-forma normal
— (Av.u) Q= (Av.u) ((Ax.x x) (Ax.x x)) tem uma B-forma normal u

(Av.u) Q —p u

Dica: mesmo que () nao tenha B-forma
normal, esse termo pode ser reduzido a u
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Teorema de Church-Rosser

Teorema (Church-Rosser): Sejam M, Ny, N, € A\ termos-A com
M —; N; e M -5 N,. Entdo existe um termo-A N3 € A tal que
N; -5 N3 e N; =5 N3
Dica: esse teorema diz que a ordem de

aplicagao das [-redugdes nao é relevante
Exemplo

— (Ax.(Ay.xy)z)v

Ax.(Ay.xy)z) v

x N %

Q P
Ax.xz)v (Ay.vy)z
N« x
< R

Uz
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Calculo-A

* Linguagem
— X E /\}[ Variavel J
— (MN) € /\} [ Aplicacdo ] A linguagem é s isso; o

» que se poderia adicionar a
- O\x M) €A } [ osiacag ] ela para torna-la mais util?
* Reducoes

— a-Conversao (=) } [ Equivaléncia ]
— B-Conversdo (=p) } [ Computabilidade ]

e Biblioteca (Abstracoes)
— Booleanos (true, false) e operacgdes légicas (not, and, or, ...)
— NuUmeros (zero, um, ...) e operacdes aritméticas (add, mul, ...)
— Condicionais (se/sendo)
— Repeticoes (recursoes)

. i 0es?
— Estruturas de dados (pares, listas, ...) [ EREIRETSE }
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Calculo—A com JavaScript

A s

X X .
(a) (a) _:—[ Variaveis ]
- fa f(a) h
lembreopleme st L fab fla) (o e
~(fab f(a) (b)
f (ab) f(a(b)) |
Aa.b a => b n
Aa. b x a => b (x)
Lembrete: abstracdes (Aa.b) x (a => Db) (x)
[séo associativasédireita}‘\‘ Aa.Ab.a a => b => a »—[Abstragc”)es]
“Aa.(Ab.a a => (b => a
Aab.a b )r—>—2
a => b => a
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Combinadores

Definicao (Combinadores): sdo termos-A sem variaveis livres

Quais expressoes a seguir sao combinadores e quais hao sao?
— Ab.b
— Aab.a -—[ S30 combinadores ]

~ 2abC.C (Ae.b) |

— Ab.a — ,
[ Nao sao combinadores ]
— Aa.ab

DECOM

O que combinadores tém
a ver com passaros?




Sobre Combi

Moses Schonfinkel
Haskell Curry

I dentitatsfunktion

Konstanzfunktion
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Raymond Smullyan

Idiot
Kestrel
Starling
Cardinal
Bluebird

DECOM
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JS

DECOM

I: Idiot

_ Qual o nome dessa
A- I =Aa.a { funcdo na matematica? J

[Function: I]
> I(5)

5

> I("oli")
'Oj_'

> I(I)
[Function: I]

Dica: em Haskell esse combinador é
implementado pela funcao id

Cuidado: em Haskell variaveis e funcoes
devem comecgar com letras minusculas e
nao é possivel "imprimir" uma funcao
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M: Mockingbird

M=Af.ff
AM.ff=w

Dica: essa capacidade de aplicar uma ww =)
funcao a ela mesma é fundamental para
implementacao de funcdes recursivas

> M = £ => £(f)

' [Function: M]

> M(I)

E[Function: TI]

> M(M)

iUncaught RangeError: Maximum

call stack size exceeded Lo

at M (REPL2:1:10)
at M (REPL2:1:10)
at M (REPL2:1:10)

DECOM

Esse combinador também é

conhecido como w e a
aplicacao em si proprio de ()

' <interactive>:1:13: error:

Cuidado: nao é

.-~ possivel definir essa
-7 funcdo em Haskell
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DECOM

K: Kestrel

A_ K = Aab.a

Dica: em Haskell esse combinador é
implementado pela funcao const

[Function: K]

> K(I) (M)
[Function: I]
> K(M) (I)
[Function: M]
> K(K) (M)

[FunCtlonK] __________ Por que essa funcdo é
chamada de const?
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A

'>KI =a=>b=>b!
‘jss E[Function: KI] E
!> KI(I) (M) i
E[Function: M] E
> KI(M) (I) i
. [Function: I] |
| > KI(K) (KI) |
i [Function: KI] i

DECOM
KI: Kite
. KI é equivalente
KI = Aab.b ,"’—{ a aplicarK I }
KI=K]I -~

Dica: combinadores podem ser
formados por outros combinadores
> KI = K(I)
.j!; ' [Function: KI]
> KI(7) (2)

NV — V

Dica: em Haskell pode ser usar a
combinacao de const com id para
implementar esse combinador
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C: Cardinal

DECOM

A | C=)fab.fba

Dica: em Haskell esse combinador é

JS ... £(b) (a)
. [Function: C]

> C(K) (I) (M)
[Function: M]

' > KI = C(K)

~l£; E[Function (anonymous) |
i> KI(7) (2)

| 2

_____________________________________

implementado pela funcdao f1ip

[ EoqueC KI faria? }
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Representacoes

Como o conceito de falso pode ser representado?

— Em linguagens de programacao
false (Java)
False (Python)
0 (C)
nil (Ruby)
null (JavaScript)

— Em logica

| (bottom)
« wTrue (ndo-verdadeiro)

DECOM

— Em conjuntos [
* @ (vazio)

Como representar J

booleanos em calculo-A?




Booleanos

e
~~~~~
/’ ‘N

\. -
-—— — -
T -

| KI (Kite)

DECOM



DECOM

Codificacao de Church: Booleanos

TRUE = Aab.a=K
FALSE = Aab.b = KI

_________________________________________________________________________________________

[Function: K]

> TRUE[util.inspect.custom]
[Function (anonymous) ]

> TRUE

TRUE (K: Kestrel) Dica: usado para

...................................................... renomear fungdes emJS ---__-
> FALSE = KI

[Function (anonymous) ]
> FALSE[util.inspect.custom]
[Function (anonymous) ]
> FALSE [

() => "TRUE (K: Kestrel)";

() => "FALSE (KI: Kite)";

FALSE (KI: Kite)

Como fazer operacdes booleanas
como NOT, AND, OR, ...?
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NOT: Negacgéo

| K (Kestrel) |

geeestil » false jpu—
Js§ '© A NOT = Jp. p FALSE TRUE
\‘N-__ \~~ A
----- » true Sremmme®
[ false  KI (Kite) |
Cuidado: usando not ' para nao entrar
em conflito com a fungdo interna not | %
1
P oo o-oo-ooooo-oo--oo- ," Tem outro
> NOT = p => p(FALSE) (TRUE) J jeito de fazer?

JS

[Function: NOT]
> NOT (TRUE)

FALSE (KI: Kite) ' ghci> not' = \p -> p false true
> NOT (FALSE) ' ghci> not' false 7 2
TRUE (K: Kestrel) !

7 ;

ghci> not' true 7 2



DECOM

NOT: Negacgéo

N--\ ’—_‘

NOT K = KI [

Qual combinador .
inverte os parémetros?} A NOT =C

______________________________________

NOT = C
Function: C]
NOT (TRUE)

NOT (FALSE)

~ VNV —V—=V

Dica: a fungcao anénima retornada
é extensionalmente equivalente a
funcao FALSE (KI)

Function (anonymous) ] -
NOT (TRUE) (7) (2) i

(7) (2)



AND: E Logico

| K (Kestrel) |

_________ " d "\
JS P && Q A_ AND= qu.pqp
____________ . ff El Se \_/
false | o | KI (Kite) |
Dica: usa ‘> AND = p => q => p(q) (p)
curto-circuito Js i [Function: AND]

. > AND (FALSE) (FALSE)
 FALSE (KI: Kite)

i > AND (FALSE) (TRUE)
' FALSE (KI: Kite)

i > AND (TRUE) (FALSE)
| FALSE (KI: Kite)

' > AND (TRUE) (TRUE)

' TRUE (K: Kestrel)

___________________________________________

DECOM
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Dica: também usa . 2 .
curto-circuito OR: OU Logico

[ K (Kestrel) ]

———— o tIULC A
Jgre il a® A OR = 1pq.ppq
___________ N q oL
_false | " KI (Kite) |

> OR = p =>q => p(p) (q)
[Function: OR]

> OR(FALSE) (FALSE)

| FALSE (KI: Kite)

' > OR (FALSE) (TRUE)

' TRUE (K: Kestrel) | [ e }

—

' > OR(TRUE) (FALSE) jeito de fazer?
ETRUE (K: Kestrel)
| > OR(TRUE) (TRUE)
ETRUE (K: Kestrel)

_________________________________________
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OR: OU Logico [

Qual combinador aplicado
a x obtém x x?

A (Apq.prq) xy =g xxy
Mxy =g XXy

OR = M*

Dica:

o asterisco significa

once removed (currifica

Js i [Function: M]
' > OR(FALSE) (FALSE)

' FALSE (KI: Kite)

' > OR (FALSE) (TRUE)
' TRUE (K: Kestrel)
' > OR (TRUE) (FALSE)
' TRUE (K: Kestrel)
' > OR (TRUE) (TRUE)

| TRUE (K: Kestrel)

_______________________________

0s parametros)



Q

-

> w=Z
q L

DECOM

BEQ: Igualdade Booleana

.--» Lrue

== false

-~ false

[ K (Kestrel) ]

\\\\\\

_________________________________________________

> BEQ = p => q => p(q)(NOT(q))i
. [Function: BEQ]

' > BEQ (FALSE) (FALSE)
 TRUE (K: Kestrel)

. > BEQ (FALSE) (TRUE)
 FALSE (KI: Kite)

: > BEQ (TRUE) (FALSE)
 FALSE (KI: Kite)

' > BEQ (TRUE) (TRUE)

' TRUE (K: Kestrel)



DECOM

Lei de De Morgan (Uma delas)

(P AQ) © (2P)V (=Q)

JS '(p && gq) === (!p) || (lq)

A | ’pq.BEQ (NOT (AND p q)) (OR (NOT p) (NOT q))

> DM = p => q => BEQ(NOT (AND (p) (q))) (OR(NOT (p)) (NOT(q))) !
. [Function: DM] :
| > DM (FALSE) (FALSE)

' TRUE (K: Kestrel)

' > DM (FALSE) (TRUE)

' TRUE (K: Kestrel)

' > DM (TRUE) (FALSE)

' TRUE (K: Kestrel)

' > DM (TRUE) (TRUE)

' TRUE (K: Kestrel)

_________________________________________________________________________________________



@ ., JEE,E_Tu-‘"” 2y CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS

COMBINADORES > BLUEBIRD Afga.f(ga)

Linguagens de Programacgao



DECOM
B: Bluebird

O que esse
combinador faz?

A B=2fgaf(ga)

Composicao de funcdes da
direita para a esquerda

E[Function: B]
> even = x => x % 2 ==
. [Function: even]

> not = x => Ix

Dical: em Haskell a
composicao de funcoes é feita
[Function: not] pelo operador infixo ponto
> odd = B(not) (even)
[Function (anonymous) ]

> odd (7)

DicaZ: poderia-se usar esse operador
pré-fixado com parénteses:
odd = (.) not even

________________________________________
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COMBINADORES > THRUSH Aaf. fa

Linguagens de Programacgao



JS

T: Thrush

A T =laf.fa

T =a => f => f(a)
Function: T]

HOLDTRUE = T (TRUE)
Function (anonymous) ]
> HOLDTRUE (NOT)

FALSE (KI: Kite)

_____________________________________

>
[
>
[

DECOM

O que esse
combinador faz?

U4

i~

[ Guarda um argumento ]

Tem outro
jeito de fazer?




G DECOM

T: Thrush

A CI= (Mfab.fba) I =4 (Aab.Iba) =g (Aab.ba) =T

' ghci> t = flip id
' ghci> holdfalse = t false

» ghci> holdfalse not' 7 2

Function: T] .
HOLDFALSE = T (FALSE) i
Function (anonymous)]

~J

HOLDFALSE (NOT)

H V—V =V

RUE (K: Kestrel) ! )
R Dica: em Haskell pode se

combinar £1ip (Cardinal)
com id (Idiot)
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Representacoes

Como o conceito de trés unidades pode ser representado?
— Numericamente
3 (algarismo algébrico)
111 (algarismos romanos)
11, (base binaria)

— Visualmente
AAA

i

— Em outras linguas
three (inglés)

DECOM

tres (espanhol)
trois (francés) [

Como representar
numerais em calculo-A?




- -

EFALSE
> N1
[Func
> N2
[Func
> N3
[Func

> NO (NOT) (TRUE)

> N1 (NOT) (TRUE)

FALSE

> N2 (NOT) (TRUE)

TRUE

> N3 (NOT) (TRUE)

ETRUE

FALSE

DECOM

Codificacao de Church: Numerais

. Vocés ja viram algum desses
NO = Afa S . [ combinadores antes? J
N1=Afa.fa - e[ Afa.a=qAab.b,
N2 = Afa.f(fa) \ _portanto NO = FALSE

N3 = Afa.f(f(fa)) \‘\-{ N1=TI* ]

_________________________________

= FALSE
(KI: Kite)
= I
tion: I]
= £ =>a => f£(f(a))
tion: N2]
= £ =>a=> £f(f£(£(a)))
tion: N3]

(K: Kestrel)

(KI: Kite)

(K: Kestrel)

(KI: Kite)

Como transformar numerais de
Church em niumeros em JS?

E[Function: Jsnum]
i > jsnum (NO)
' 0
E> jsnum (N1)
1
i > jsnum (N3)
v 3

[ E como gerar N99? }




DECOM

Numeros de Peano

SUCC NO= N1 [ComodeﬁnirSUCC?J
SUCC N1 = N2
SUCC N2 = N3 = SUCC (SUCC N1)

SUCCN2

= (nfaf(nfa)) N2

= Afa.f(NE };\1)

= ﬂ];a-f(f(f(a)) JS
=N

. SUCC = Anfa. f(nfa)

'> SUCC = n => £ => a => f(n(f) (a)) |
[Function: SUCC] |

: > jsnum (SUCC (N2) )

3

+ > jsnum (SUCC (SUCC(N1)))

________________________________________________________

[ Tem outro jeito? }




Numeros de Peano

A SUCC = infa.f(nfa)

= nf. Bf (nf)

> SUCC = n => £f => B(f) (n(£f))
. [Function: SUCC]

> jsnum (SUCC (N2))
3
' > jsnum (SUCC (SUCC (N1)))

DECOM



DECOM

Adicao

ADD N1 N5 = SUCC N5
ADD N2 N5 = SUCC (SUCC N5)

ADD N3 N5 = SUCC (SUCC (SUCC N5))

ADD N3 N5
= SUCC (SUCC (SUCC N5))
= (SUCC - SUCC - SUCC) N5

________
’’’’’

= N3 SUCC N5

JS

A ADD = Amn.m SUCC n

_______________________________________________

> ADD = m => n => m(SUCC) (n)
[Function: ADD]
> jsnum(ADD(NB)(NS))



G DECOM

Multiplicacao

MUL N1 N2 = N2
A_ MUL N2 N2 = N4
MUL N3 N2 = N6

MUL N3 N2 fa

=(f-f-f-f-f-Da

=W(-N-G-H-Ff)a | Tem outro eito? |
=((N2f)-(N2f)-(N2f))a
=N3(N2f)a

A | MUL = Amnf.m(nf)

‘> MUL = m => n => £ => m(n(f)) !
E[Function: MUL] :
i > jsnum (MUL (N3) (N2))
| 6

_________________________________________________

JS



A | MUL = amnf.m(nf) =, Afga. f(ga) = B

MULN3 N2 f
= N3 (N2 3

————

= (N3-N2)+F
= B N3 N2

Multiplicacao

JS

[Function: B]
> jsnum(MUL(N3)(N2))

DECOM



DECOM

Poténcia
POW N2 N1 = N2

M\ POW N2 N2 = N4

POW N2 N3
= (N2 X N2 X N2)

= (N2-N2-N2)
= N3 N2

POW N2 N3 = N8

POW = Amn.nm

______________________________________

'> POW = m => n => n(m)
JS ' [Function: POW]

' > jsnum (POW (N2) (N3))
| 8

[ Tem outro jeito? J




DECOM

Poténcia

. POW = Amn.nmm =, Aaf.fa =T

______________________________________

> jsnum (POW (N2) (N3))
8

Js i [Function (anonymous) ]
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- DECOM

combinador faz?

1
1

o

/ AV = abf.fab
| |

Guarda um par
de argumentos

'>V=a=>b=>f =>
JSE f (a) (b)

+ [Function: V]

> vim = V(I) (M)
\ [Function (anonymous) ]

' > vim (KI)
[Function: M]

[ Tem outro jeito? J




& DECOM

V. Vireo
BCT A |V =BCT
= (Afga.f(ga)) CT SV IEEE T a
=g Aa.C(Ta) Js >F3:;tio$u?r(1;;1ymous>] :
= Aa.C ((Aaqf1-f1 a1) a) | [Function (anonymous) ]
=p Aa.C (1f1. f1 a) Teumetion: 1)

=p Aa. ((Afza;b;. f7 by ay)(Afy.f1 @) TFZ;‘;‘S(I); "
— Aa- (Aazbz. (Aflfl Cl) bz az)) R T !
=3 Aa. (Aa,b,. (b, a) a,))

Aaa,b,.by a a,

=q,Aab f.f ab=V
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DECOM

Pares

PAIR =V
FST = Ap.pK
SND = Ap.p(KI)

i> PAIR =V
~l£5  [Function (anonymous) ]
> FST = p => p(K)
[Function: FST]
> SND = p => p(KI)
[Function: SND]

______________________________________

 ghci> p = (3,5) | \, '> p = PAIR(N3) (N5)
ghci> fst p | ; JS i [Function (anonymous) ]
' 3 | | > FST (p)

'ghci> snd p E i [Function: N3]
' 5 | i > SND (p)
_______________________ [Function: N5]

______________________________________




& DECOM

Fibonacci
{ Dado qualquer par dessa sequéncia,}
: A : .7 como gerar o proximo par?
* Considere a sequéncia de Fibonacci / - i i

011235813 21 34 55
A\ NEXT = 2p. PAIR(SND p)(ADD(FST p)(SND p))

_________________________________________________________________________________

> NEXT = p => PAIR(SND (p)) (ADD (FST(p)) (SND(p)))
JS [Function: NEXT]

> p = PAIR(N3) (N5)

E[Function (anonymous) |

> n = NEXT (p)

E[Function (anonymous) ]

> jsnum (FST (n))

1 5 Como obter o n-ésimo valor
1 > jsnum (SND (n)) da sequéncia de Fibonacci?




Fibonacci

DECOM

A | FIB = An.FST(n(NEXT)(PAIR(NO)(N1)))

e e e e e e e e e e e e e Ee e e e e e e e e e e e e e e e e e Em e e e e e e e e e e e mm e e e e e e e e e

Function: FIB]
jsnum (FIB (NO) )

jsnum (FIB(N1))
jsnum (FIB(N2))
jsnum (FIB(N3))
jsnum (FIB (N4))
jsnum (FIB(N5))

jsnum (FIB (SUCC(N5)))

VoV wVDNDV LV EV OV —V

________________________________________________________________

FIB = n => FST (n (NEXT) (PAIR (NO) (N1)))
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COMBINADORES > STARLING Afga.fa(ga)
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DECOM

. O que esse
S: Starling combinador faz?
------- %
Aplica um mesmo
— argumento (a) a duas
A 5= Afgafa (g Cl) funcdes (£ e g) e depois

combina seus resultados

___________________________________________________

E>S=f=>g=>a=> f (a) (g(a)) E
JS ' [Function: S] :
| = = = * — "
; S(x =>y => x+y) (z => 2*z) (3) \\*/ Exemplo usando
| : funco
' > jsnum (S (ADD) (MUL (N2)) (N3)) =--__ ungoes em JS
' 9 N g

. *~.._,| Exemplo usando
" fungdes calculo-A .
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BASE MINIMA
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DECOM
SKIBC

Todo A-termo pode ser expresso em termos dos combinadores:
S (Starling), K (Kestrel), I (Idiot), B (Bluebird) e C (Cardinal)

T =Aaf.fa
= SII = CI
KI = Aab.b d V = Aabf.fab
= KI=CK | =BET
: = BC(CI)
Kite

Dica: mais detalhes deste algoritmo em
https://youtu.be/gnrSedVucXs?t=534



https://youtu.be/gnrSedVucXs?t=534

DECOM
Fibonacci usando SKIBC

FIB = B(CIK)((BC(CD)(S(B(BC(CD)(CI(KD)))
(S(B(CI(SB))(CIK))(CI(KD))))((BC(CDH)(K())(1)))

________________________________________________________________________________________

1 > FIB = B(C(I) (K)) (B(C) (C(I)) (S(B(B(C) (C(I))) (C(I) (K(I)))) :
- (8(B(C(I) (s5(B))) (C(I) (K))) (C(I) (K(I))))) (B(C) (C(I)) (K(I)) (I))) ;

i [Function (anonymous) ] :

. > jsnum (FIB(NS))

' 5

E> jsnum (FIB (SUCC(N5)))

' 3

i > jsnum (FIB (SUCC (SUCC(N5))))

113

i > jsnum (FIB (SUCC (SUCC (SUCC(N5)))))

21

Da para fazer com menos
que 5 combinadores?




& DECOM
SKI

 E possivel obter os combinadores B (Bluebird) and C (Cardinal) a
partir dos combinadores S (Starling), K (Kestrel) e I (Idiot)

B = Afga.f(ga)
= S(KS)K

= Afab. fba
= S(S(K(S(KS)K))S)(KK)

’[ Dica: embora I possa ser derivado em termos J
— / de S e K ele é mantido por conveniéncia
I =2Aa.a |

= SKK~
= SKS




DECOM

Fibonacci usando SK1

A FIB = (S(K(5))(K))((SSK(SK(S))(K)) (S KEINIK)(((SK(S))

Jsgggi

. ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))) (I))) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K)))

(K))(SSK(SK(S)(K)) SN KK ((SESEK(SK(S))(K)))(S))

(KD SUSK(S)) (K ((SK(S)) K (SSK(SK(S5))(K)))(S))
(K(K))((S(SK(SK(S)(K)))(S)KE)D)((S(SK(SK(S))(K)))(S))
(KCODIKD))(SSES))E))((SSK(SK(S))(K))) (S K (K)))I
(S(SK(S) K ((S(SK(SK(S))(K))) () (KE)IK))((SS(K(S(K(S))
(K))) SN K EINIKD)))((SK(S)K))(SSK(SK (S K () (K (K)))
((SESESEKS)ESNKK))D)K))UT)))

' > FIB = (S(K(S)) (K)) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))) (I) (K)) ((S(K(S)) (K))
((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K)))) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))) (I)) !

(S((S(K(S)) (K)) ((S(K(S)) (K)) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))))

t.. (I) (K(T)))) (S((S(K(S)) (K)) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))) (I)
... (8((8(K(S)) (K))))) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))) (I) (K)))
- ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K))) (I) (K(I))))) ((S(K(S)) (K))

- ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (S)) (K(K)))) ((S(S(K(S(K(S)) (K))) (5)) (K(K))) (I)) i

- (K(I)) (D))

| > jsnum (FIB (SUCC (SUCC (SUCC (N5)))))
21

D4 para fazer com menos

i [Function (anonymous) ]
[ gue 2 combinadores?

:J




@ DECOM

t (iota)

O combinador ( (iota) foi descoberto por Chris Barker em 2001

L = Ah. h|(/1f g. xg))"(/'lab. a)l
s K

S talmg



DECOM
Fibonacci usando ¢

FIB = (ACEEEMDNINEEERENIEEERE@IIDICEEEREDNICCEEREERDN (EEREEREI(EEEE)))
(EEEE@ONNECEEN) (EEEEENIINIEEEDIINNIEEEEIINNEEEEII(EEEE)))))
(EONEEEEININEEREEENN) (EEREED) (CEEREEREI (CEEREEIIN) ((EEEEE))))
(EEEE@NINEEEE)(CEEREEE)) (EEREE) (EEEEE)I)(CEEEEIINDIEEEEE)))))))
(@R EEEININN CCEEEEREDI) EEEERDNEEE@N(EEEEEII(EEED)))
(EEEE@INNIEEEEINIINII(CEEREEREIII(CEERE@I)CEEE@IIEON) (EEEEE))))
((EEEERMMCEERE@N EEEEONININEEE@INNIACEEEE@NI (EEE) (EEEEE)))))
(@R CCEEREERNEEEERONINDEEE@N(EEEREEDIEEERI(EEEEE)))))
(@I CEEEEREDNNINDCEERE@IEEE@NINIICEEERE@NN(EEEE@IN)(EEEE)))
(EEEE@NNEEEN) EEEEEIINII EEEEIININIEEEEDIINNI(EEE@II(EEEE)))))
(EONNACEEEE@DNN [EEEEENN) (EERE) (EEREERED (CEERE@I(EEEGEE)D))))
(@RI CEEEEEDNIINCEEE@EEEEIIII([EDEEEENI ([EONN) (EEEEE))))
((EEEERDNCEEE@IN(EEEENININI(EEEENIN(CEEREEENN) (EEREEREN (CEEEE))))
(EEEEEINECEEON) (EEREEEIIINIEEEDIINIEEEEDIINEEEEI)(EEEE))))))
(EONEEEEDNNEEREEEN) (EEREE) (CEEEEREIDICEEEEINIINI(EEEEE))))
(EEEE@NINEEEE) (EEREEE) (EEREED) (CEEREERE (CEEEEIINI(EEEEE)))))))
(EEECEEEINNCEE) (EEEEIICCEEREEEI) (EEREER) (CEERE@I (EEEEE))))
(@A CEEEE@IINICEEEININNIEEEEEIINNIEEEENIEEEDII (E@OND(EEEE)))
(DN EEEE@EEEED) (EEREEE)) (EEREE)DI) ((EEEREE)I)EEEEE)))))
(EEEROMN(EEEE@N) (EERE) (EEREEREI) (EEREEIIIEEEREEIIIEEEE)))
(EEEININNIACEEREEREI)CEEREERNIN (CEEE@N)(EEEREEI(EEERE)(EEEEE)))))
(EEENIICEEEEENIIN CEERE@IN EEEEIIINI [EON) (EEREEIN CE@INEE))))



DECOM

Fibonacci usando ¢

>i=h=>h(f =>g=>x=> £(x)(g(x)))(a =>b => a) :
[Function: i] :
> FIB = ((L(i(i(i(1))))) ((L(L(1(1)))) ((R(L(L(1i(1))))))) (((L(L(1)))))) (((L(L(L(1(1))))) ((L(1(i(i(1))))) X
e (A1) (L (R(L(2(2))))) ((L(L(1(2)))) ((R(L(L(1(1))))))) (((L(i(1))))))) ((L(L(i(i(1))))))) !
((L(L(L(1)))) ((R(L(1(1))))))) ((L(1))) ((L(L(1(1)))))) (((L(L(L(1(1))))) ((L(L(i(1)))) ((L(1i(i(i(1))))))) i
((L(1(L(1)))))) (R (L (L(L(1))))) ((R(L(L(1(1))))) ((R(L(1(1)))) ((L(L(L(1(1))))) ((L(i(i(1)))) '
((R(L(L(L(1))))))) ((Z(L(1(1))))))) (((L(L(1(1))))))) ((L(L(L(1)))) ((L(1(1(1)))))))) (((L(L(i(i(1))))) !
((R(L(L(L(1))))) ((R(L(L(1)))) ((R(L(L(1(1))))) ((L(L(1(1)))) ((L(L(L(1(1))))))) ((L(i(i(1))))))) 1
((R(L(L(L(1))))))) ((R(L(L(1)))) ((L(L(1(1))))))) ((L(1)))) ((L(L(L(L(1))))) (((L(i(i(i(1))))) :
((L(L(L(1)))) ((R(L(L(1(2))))))) ((R(L(2(L)))))) (((L(L(L(L(1))))) ((L(1(i(1)))) ((L(L(i(i(1))))))) X
((L(1(L(1)))))) (R (L (L(L(1))))) ((R(L(L(L(1))))) ((R(L(L(1)))) ((L(L(L(1(1))))) ((L(i(i(1)))) !
((R(EL(L(L(1))))))) ((L(L(L(1))))))) (((L(L(1(2))))))) ((L(L(L(1)))) ((L(1(1(1)))))))) (((L(1(i(i(1))))) i
((R(L(L(L(1))))) ((R(L(L(1)))) ((R(L(L(1(1))))) ((L(L(1(1)))) ((L(L(L(1(1))))))) ((L(i(i(1))))))) '
((L(L(L(1(1))))))) ((L(L(L(1)))) ((R(L(1(2))))))) ((L(1))))) (((L(L(L(1(1))))) ((L(L(L(i(1))))) ((L(i(i(1)))) !
((R(L(L(L(1))))) ((R(1(1(1)))) ((L(L(L(1(1))))))) ((L(L(1(1))))))) ((L(L(1(1(1))))))) ((L(i(i(1)))) 1
((L(1(1(1))))))) ((1(2))) ((R(L(1(1)))) ((L(1)))))) ((L(L(L(L(1))))) (((L(L(1(i(1))))) ((L(i(i(1)))) :
((L(E(EL(L(1))))))) ((R(L(L(1)))))) (((L(L(L(L(1))))) ((L(L(L(L(1))))) ((L(L(L(1)))) ((L(1(i(1(1))))) X
((L(L(L(1)))) (((L(L(1(2))))))) ((R(L(1(2))))))) (((L(1(L(1))))))) ((R(1(1(1)))) ((L(i(i(1))))))) ((L(1))) !
(R (E(EE(R))))) (CEREEER(L))))) ((R(EE (L)) ((R(R(1(1(2))))))) ((R(1(1(2))))))))) (((L(1(i(i(1))))) i
((R(L(L(L(1))))) ((R(L(L(1)))) ((R(L(L(1(1))))) ((L(L(1(1)))) ((L(L(L(1(1))))))) ((L(i(i(1))))))) '

((L(L(L(1(1))))))) ((Z(L(L(1)))) ((L(L(1(1))))))) ((L(1))) ((L(L(1(1))))))) (((L(L(L(L(1))))) ((L(i(i(i(1)))))
((L(L(L(1)))) ((R(L(L(1(2))))) ((L(L(L(1)))) ((L(L(L(1(1))))))) ((L(L(i(1))))))) ((L(L(i(i(1))))))) 1
((L(L(L(1)))) ((R(L(2(1))))))) ((L(1))) ((L(L(1(1)))) ((L(L))))))) (((L(L(L(L(1))))) ((L(i(i(1)))) :
((R(EL(EL(1(1))))))) ((R(L(L(1)))))) (((L(L(L(1(1))))) ((Z(L(L(1(1))))) ((L(L(L(1)))) ((L(1(i(1(1))))) X
((L(L(L(1)))) ((R(L(L(1(2))))))) ((R(L(1(1))))))) ((R(L(L(1(1))))))) ((L(L(L(1)))) ((L(i(i(1)))))))) 1
(CEREEER(L))))) ((AEEER(L))))) (R (E (L)) ((R(R(1(1(1))))) ((R(1(1(1)))) ((L(L(i(1(1))))))) :

cee (AR E()))))) (REE(ER(1))))N) ((A(E(E(1)))) ((L(1(1(2))))))) ((2(1)))) ((L(1(1(1)))) ((1L(1)))) ((1L(1)))))
[Function (anonymous) ] :
> jsnum (FIB (SUCC (SUCC (SUCC(N5))))) 1
21 '
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- DECOM

Combinadores

Idiot a. |dentidade
M  Mockingbird Afff Autoaplicacao (nzc;g::;)ser
K Kestrel Aab.a Verdade, primeiro, const const
KI Kite Aab.b = KI = CK Falso, segundo const id
C Cardinal Afab. fba Reverte argumentos flip
B Bluebird Afga.f(ga) Composicao (.)
T Thrush Aaf.fa = CI Guarda um argumento flip id
|4 Vireo Aabf.fab = BCT  Guardaum par de argumentos flip . flip id
S Srosifis Ao, Fala) Aplicar argumento a duas %>

funcdes e combina os resultados



DETOM

Codificacao de Church: Booleanos

TRUE
FALSE
NOT
AND
OR

BEQ

Aab.a = K = C(KI)
Adab.b = KI = CK
Ap.p FALSE TRUE = C
Apq.pqp
Apq.ppq = M~

Apq.pq(NOT q)

Codificacao de verdadeiro
Codificacao de falso
Negacao
Conjuncao
Disjuncao

lgualdade booleana



DECOM

Codificacao de Church: Numerais

NO

N1

N2

SUCC

ADD

MULT

POW

Afa.a = FALSE

AMfa.fa=1T"

AMa.f(fa)
Anf.Bf (nf)

Amn.m SUCCn
imnf.m (nf) =B

Amn.nmm =T

Aplicar f zero vezes a a
(Numero zero ou falso)

Aplicar f umaveza a
(NUmero um ou identidade)

Aplicar £ duas vezes a a
(NUumero dois)

Sucessor de um numeral
Adicao
Multiplicacao

Poténcia



- DECOM

Estrutura de Dados

PAIR Aabf.fab =V Par de dois argumentos

FST Ap.pK Extrair primeiro do par

SND Ap.p(KI) Extrair segundo do par
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